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Geometrische
Algorithmen

Store meine Kreise nicht!

Archimedes (287-212 v. Chr.)

Die Geometrie braucht nicht vorgestellt zu werden. Der anschaulichste Zweig der Ma-
thematik ist immer im Spiel, wenn Bilder auf dem Bildschirm dargestellt werden. In
diesem Kapitel untersuchen wir Algorithmen fiir Aufgaben wir diese:

Imagemaps im Web
Wie kann man feststellen, ob der Mauszeiger innerhalb oder aufferhalb einer unre-
gelmiRig geformten Figur liegt? Siehe den Abschnitt »Enthaltensein in einem Poly-
gone.

Anordnen von Fenstern
Wie offnet man ein neues Fenster auf dem Bildschirm, so daf8 es andere Fenster so
wenig wie moglich tiberdeckt? Siehe den Abschnitt »Begrenzungen.

Kartographie
Ein Menge von verstreuten Punkten sei gegeben (zum Beispiel Pfosten einer Um-
ziunung) und der Umri3 des durch sie definierten Gebietes soll gezeichnet werden.
Siehe den Abschnitt »Begrenzungenc.

Simulationen
Welche zwei von 10000 Punkten liegen am nichsten beieinander und sind daher
in Gefahr, zusammenzustofien? Sieche den Abschnitt »Dichtestes Punktepaare.

In diesem Kapitel geht es um geometrische Probleme und Algorithmen. Wir stellen
nur die Bausteine zur Verfiigung, mit denen Sie Programme aufbauen; wir konnen
nicht Losungen fir jeden erdenklichen Fall vorsehen und voraussehen. Wir bleiben
bei fast allen Beispielen in zwei Dimensionen. Wir besprechen Splines zwar in Kapi-
tel 16, Numerische Analysis, iberlassen aber weitergehende Themen wie Ray-Tracing,
Beleuchtung, Reflexion, Animation und Darstellung von Texturen spezialisierten Bi-
chern zur Computergraphik. Fir ein tieferes Eintauchen in das Thema empfehlen wir
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Computer Graphics: Principles and Practice von Foley, van Dam, Feiner und Hughes
und die Biicher der Reihe Graphics Gems. Fur praktischer veranlagte Naturen geben
wir am Ende des Kapitels einige Hinweise zu verschiedenen Graphik-Toolkits, zu Ge-
schiftsgraphiken, OpenGL (eine 3-D-Graphiksprache und VRML (Virtual Reality Markup
Language).

Der Einfachheit halber erwarten fast alle Programme in diesem Kapitel Koordinaten in
Form einer einfachen Liste von Zahlen. Fiir den Einsatz in Thren eigenen existierenden
Programmen miissen Sie diese abidndern, so daf sie mit den Array- oder Hashreferenzen
aus ihrer Darstellung von Punkten, Linien und Polygonen zurechtkommen. Wenn es
viele Koordinaten sind, ist das auch schneller. Mehr dazu erfahren Sie im Abschnitt
»Referenzen« in Kapitel 1, der Einfiihrung.

Und noch eine Warnung: Viele geometrische Probleme haben Spezialfille, die geson-
dert behandelt werden miissen. Zum Beispiel funktionieren viele Algorithmen nicht bei
konkaven Objekten; man muf dann konvexe Einzelteile davon behandeln und diese
wieder zusammensetzen. Komplizierte Objekte wie Menschen, Biume oder die interga-
laktischen Raumschiffe der Klasse F/X, die gegen die tentakelbewehrten Monster vom
Orion-Glrtel ankdmpfen, werden mittels Polygonen dargestellt (meist Dreiecke, oder
Tetraeder bei drei Dimensionen) und Kollisionen dieser Objekte mit einer Bounding
Box oder mit der konvexen Hiille. Mehr dazu folgt spiter in diesem Kapitel.

Distanz

Einer der fundamentalen geometrischen Begriffe ist die Distanz oder Entfernung, die
Menge von Raum zwischen zwei Korpern.

Euklidische Distanz

Entfernungen kann man nach vielerlei Kriterien messen, die tblichste und wohl in-
tuitiv am leichtesten verstindliche ist die euklidische Distanz,' die Linge der geraden
Strecke zwischen zwei Punkten, der Luftlinie. Mathematisch gesprochen bilden wir die
Differenz der Koordinaten auf beiden Achsen, quadrieren und ziehen die Wurzel aus
der Summe. In zwei Dimensionen entspricht dies dem altbekannten Satz von Pytha-
goras:® d = \/(x1 —x0)2+ ()1 — )2, Abbildung 10-1 illustriert die euklidische Distanz
in verschiedenen Dimensionen. Dabei sind die letzten zwei Fille notwendigerweise
Projektionen auf die Ebene, im letzten Fall eine zweimalige Projektion.

Wir berechnen die euklidische Distanz fiir alle Dimensionen mit dieser Subroutine:

distance( @p )
Berechnet aus 2d Koordinaten die euklidische Distanz
zwischen zwei Punkten im d-dimensionalen Raum.

#
#
#
#  Zwei 3-D-Punkte werden so angegeben: ( $x0, $y0, $z0, $x1, $yl, $zl ).

1 Euklid, um 300 v. Chr.
2 Pythagoras, ca. 570490 v. Chr.



Distanz

Abbildung 10-1: Euklidische Distanz in 1, 2, 3 und 4 Dimensionen

sub distance {

}

my @p = @_; # Die Koordinaten der Punkte.
my $d = @p / 2; # Anzabl Dimensionen.

# Der Fall fiir zwei Dimensionen ist optimiert.
return sqgrt( ($_[0] - S_[2])**2 + (S_[1] - $_[3])**2 )

if sd == 2;
my $S = 0; # Die Summe von zwei Quadraten.
my @p0 = splice @p, 0, $d; # Anfangspunkt.
for (my $i = 0; $i < $d; si++ ) {

my $di = $pO[ $i 1 - $pl $i 1; # Differenz ...

$S += $di * $di; # ... quadriert und summiert.

}

return sqgrt( $S );

Die euklidische Distanz zwischen den Punkten (3, 4) und (10,12) ist also:

print distance( 3,4, 10,12 );
10.6301458127346

Manbattan-Distanz

Fur manche Situationen sind Entfernungen anderer Art erforderlich. Abbildung 10-2 il-
lustriert die Manbattan-Distanz. Der Name bezieht sich auf die meist rechtwinklige An-
ordnung der Straen in Manhattan. Gute New Yorker Taxifahrer denken in Manhattan-
Distanzen; Helikopterpiloten eher in euklidischen.

Zur Berechnung werden die Absolutwerte der Differenzen der Koordinaten auf allen
Achsen summiert:

# manhattan_distance( @p )

#
#

Berechnet die Manbattan-Distanz zwischen zwei Punkten in d Dimensionen.
Zwei 3-D-Punkte werden so angegeben: ( $x0, $y0, $z0, $x1, $yl, $zl ).



Kapitel 10: Geomelrische Algorithmen

Abbildung 10-2: Manbattan-Distanz

sub manhattan_distance {

my @p = @_; # Koordinaten der Punkte.
my $d = @p / 2; # Anzabl der Dimensionen.
my $S = 0; # Summe.

my @p0 = splice @p, 0, $d; # Startpunkt aus der Liste holen.

for (my $i = 0; $i < $d; Si++ ) {
my $di = $pO[ $i 1 - $pl $i 1; # Differenz ...

$S += abs $di; # ... Summe der Absolutwerte.

return $S;

}

Beispielsweise ist die Manhattan-Distanz zwischen (3, 4) und (10, 12):

print manhattan distance( 3, 4, 10, 12 );
15

Maximaldistanz

Manchmal wird als »Entfernung« einfach die grolte Koordinatendifferenz benutzt: d =

maxd;, wobei d; die i-te Koordinatendifferenz ist.

Man kann sich die Manhattan-Distanz als eine Approximation ersten Grades denken
und die euklidische als eine zweiten Grades. Der Grenzwert dieser Approximation

wire dann die Maximaldistanz:

Mit anderen Worten: Bei wachsendem & dominiert die grofte Koordinatendifferenz

immer mehr; bei o vollstindig.



Fléiche und Umfang

Sphdrische Distanz

Die Entfernung zweier Punkte auf einer Kugeloberfliche heilt auch Grofskreis-Distanz.
Die Formel dafiir ist eine gute Ubung in sphirischer Trigonometrie; der ungeduldige
Programmierer kann sich aber die Zeit sparen und — sofern er Perl 5.005_03 oder neuer
benutzt — die Funktion great_circle_distance() aus dem Modul Math::Trig benut-
zen. Altere Versionen hatten zwar das Modul, aber nicht die great_circle_distance ()-
Funktion. So berechnet man die Distanz zwischen London (51,3° N, 0,5° W) und Tokio
(35,7° N, 139,8° O) in Kilometern:

#!/usr/bin/perl
use Math::Trig gw(great_circle_distance deg2rad) ;

# Achtung: Am Nordpol ist Phi = O, daber 90 Grad minus die Breite.
@london = (deg2rad(- 0.5), deg2rad(90 - 51.3));
@tokio = (deg2rad( 139.8), deg2rad(90 - 35.7));

# 6378 ist der Radius der Erde in km am Aquator.
print great_circle_distance(@london, @tokio, 6378);

Das Resultat

9605.26637021388

ist nicht beliebig genau, weil die Erde keine perfekte Kugel ist und weil 0,1° in diesen
Breitengraden etwa 8 km ausmachen.

Wir subtrahieren die geographische Breite von 90°, weil bei great_circle distance()
azimultale sphdirische Koordinaten benutzt werden: @= 0 ist oben am Nordpol, wihrend
bei geographischen Koordinaten der Aquator bei 0° liegt (sieche die Dokumentation von
Math::Trig fir Genaueres).

Fldiche und Umjfang

Wir kennen jetzt Distanzen, wir betreten nun Flichen und schreiten Umfinge ab.

Dreieck

Die Fliche eines Dreiecks kann auf mehrere Arten berechnet werden, je nachdem,
welche Teile des Dreiecks bekannt sind. In Abbildung 10-3 zeigen wir eine der dltesten
Methoden, die Heronsche Formel.>

3 Heron lebte um 65-120
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s = a+h+c

A=Vs(s-a)(s-b)(s-c)

Abbildung 10-3: Dreiecksfldche nach der Heronschen Formel aus den Seitenldngen.

Unser Programm fiir die Heronsche Formel erwartet als Argumente entweder drei Sei-
tenlingen oder aber die Koordinaten der drei Ecken des Dreiecks — in diesem Fall
werden in triangle area_heron() die Seitenlingen mit der euklidischen Distanz be-
rechnet:

#!/usr/bin/perl

# triangle_area_heron( $laenge_a, $laenge_b, $laenge_c )
#  Berechnet die Fldche eines Dreiecks aus den drei Seitenidingen, oder— bei sechs
#  Parametern — aus den drei Eckpunkten, einer Liste von drei Koordinatenpaaren.
#  Gibt die Fléiche des Dreiecks zuriick.
sub triangle_area_heron {

my ( sa, $b, $c );

if (@ ==3) { ( $a, $b, $c ) = @_}
elsif ( @_ == 6 ) {

( sa, $b, $c ) = ( distance( $_[01, s$_[11, $_[2]1, $_[31 ),
distance( $_[21, $_[31, $_[41, $_I[5]1 ),
distance( $_[41, $_[51, $_[01, $_[11 ) );

}
my $s = ( $a + $b + $c ) / 2; # halber Umfang.

return sgrt( $s * ( $s - S%a ) * ( $s - Sb ) * ( $s - $c ) );

print triangle_area_heron(3, 4, 5), " ",
triangle_area_heron( 0, 1, 1, 0, 2, 3 ), "\n";

Das ergibt:

6 2

Fldiche eines Polygons

Die Fliche eines konvexen Polygons (eines ohne »Einbuchtungen< kann man berech-
nen, indem man das Polygon in Dreiecke zerlegt und deren Fliche summiert, wie auf
der linken Seite von Abbildung 10-4 gezeigt.



Fléiche und Umfang

00
» o

Abbildung 10-4: Konvexe (links) und konkave Polygone, in Dreiecke aufgeteilt

Bei konkaven Polygonen ist die Situation mithsamer: wir missen die »Locher« abzie-
hen. Auf viel elegantere Weise erfolgt die Berechnung mit Determinanten (siche den
Abschnitt »Berechnung der Determinante« in Kapitel 7, Matrizen), wie Abbildung 10-5
und die folgende Formel zeigen:

41 ( X0 )0 )

2 X1 N

X1 )N
X2 )2

Xn—1  VYn—1
X0 Jo

+ + ...+

Abbildung 10-5: Aus den Determinanten ergibt sich die Flciche des Polygons.

Jede der Determinanten ergibt die Fliche eines Rechtecks, das durch zwei Eckpunkte
des Polygons definiert wird. Weil die entsprechende Kante des Polygons das Rechteck
diagonal halbiert, miissen wir jeweils die Hilfte der Fliche nehmen. Die Uberlappung
von Rechtecken (unten links in Abbildung 10-5) kann ignoriert werden, weil sich deren
Beitrige aufheben.

Man beachte, wie die Formel einen Ring vom letzten Punkt (x,—1,y,—1) zurlick zum
ersten (xp,)0) schliet. Das ist nur natirlich, schliellich folgen wir allen 7 Kanten
des Polygons, und wir brauchen dazu »n Determinanten. Wir benotigen lediglich die
Determinante einer 2 X 2-Matrix, die ganz einfach zu berechnen ist:
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# determinant ( $x0, $y0, $x1, Syl )

#  Berechnet die Determinante aus den vier Elementen einer Matrix.
#

sub determinant { $_[0] * $_[3] - $_[1]1 * $_[2] }

Mit der Determinante konnen wir die Fliche eines Polygons berechnen:

# polygon_area( €xy )
#  Berechnet die Fldche (area) eines Polygons mittels Determinanten.

#  Die Eckpunkte werden als Liste ( $x0, $y0, $x1, $yl, $x2, $y2, ...) iibergeben.
#
sub polygon_area {

my @xy = @_;

my $A = 0; # Die Fldiche.

# Statt am Ende schliefsen wir den Kreis gleich zu Beginn.
# [-2, -11 ist das letzte Koordinatenpaar.

for (my ( $xa, $ya ) = exy[ -2, -1 1;
my ( $xb, $Syb ) = splice @exy, 0, 2;
( $xa, Sya ) = ( $xb, Syb ) ) { # Zum ndchsten Punkt.

$A += determinant( $xa, $ya, S$xb, $yb );

# Falls die Punkte im Ubrzeigersinn angegeben wurden, wird die Fldiche $a
# hier negativ, also nehmen wir den Absolutbetrag.

return abs $A / 2;

Zum Beispiel kann man damit die Fliche des Funfecks berechnen, das durch die finf
Punkte (0, D), (1, 0), (3, 2), (2, 3) und (0, 2) gegeben ist:

print polygon_area( 0, 1, 1, 0, 3, 2, 2, 3, 0, 2), "\n";

Das Resultat:

Die angegebenen Punkte miissen in der richtigen Reihenfolge, im Uhrzeiger- oder im
Gegenuhrzeigersinn angegeben werden; im Abschnitt »Uhrzeiger- und Gegenuhrzei-
gersinn« wird genauer beschrieben, was damit gemeint ist. Wenn die Punkte in einer
anderen Reihenfolge angegeben werden, beschreiben sie ein anderes Polygon:

print polygon_area( 0, 1, 1, 0, 0, 2, 3, 2, 2, 3), "\n";

Durch Verschieben des letzten Punktes in die Mitte der Liste bekommen wir ein anderes
Resultat:

1
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Umfang eines Polygons

Mit der gleichen Schleife Gber alle Punkte kann statt der Fliche auch der Umfang
berechnet werden. Man summiert einfach die Streckenlingen statt der Determinanten:

# polygon_perimeter( @xy )
#  Berechnet den Umfang (perimeter) eines Polygons.

#  Die Eckpunkte werden als Liste ( $x0, $y0, $x1, $yl, $x2, $y2, ...) iibergeben.
#
sub polygon_perimeter {

my @xy = @_;

my $P = 0; # Ldnge des Umfangs.

# Statt am Ende schliefsen wir den Kreis gleich zu Beginn.
# [-2, -11 ist das letzte Koordinatenpaar.
for (my ( $xa, $ya ) = exyl -2, -1 1;
my ( $xb, $yb ) = splice eéxy, 0, 2;
( $xa, $ya ) = ( $xb, $yb ) ) { # Zum ndichsten Punkt.
SP += distance( $xa, Sya, $xb, Syb );
}

return $P;

}

Als Beispiel berechnen wir den Umfang des Funfecks aus dem letzten Abschnitt:

print polygon_perimeter( 0, 1, 1, 0, 3, 2, 2, 3, 0, 2 ), "\n";
Das Resultat ist:

8.89292222699217

Uhrzeiger- und Gegenubrzeigersinn

Manchmal miissen wir wissen, welche Dinge rechts von uns (im Ubrzeigersinn) oder
links von uns (im Gegenubrzeigersinn) liegen, zum Beispiel, um herauszufinden, ob
ein bestimmter Punkt innerhalb eines Dreiecks liegt oder nicht. Wir behandeln hier das
Problem nur in zwei Dimensionen; in drei ist die Bedeutung von »rechts« und »links«
nur gegeben, wenn zuvor definiert wird, was oben und unten ist.

Zu gegebenen drei Punkten kann man immer angeben, ob sie einen Weg im Uhrzeiger-
sinn oder einen im Gegenuhrzeigersinn beschreiben oder keines von beiden tun: Dann
liegen sie auf einer Geraden. In Abbildung 10-6 beschreiben die Punkte (1, 1), (4, 3)
und (4, 4) einen Weg im Gegenuhrzeigersinn, der Weg dreht nach links ab. Der Weg
durch die Punkte (1, 1), (4, 3) und (7, 4) weist nach rechts, im Uhrzeigersinn.

Die Routine clockwise () erwartet drei Punkte als Parameter und gibt eine Zahl zurlck.
Das Resultat ist positiv, falls die drei Punkte einen Weg im Uhrzeigersinn beschreiben,
negativ beim Gegenuhrzeigersinn und eine Zahl sehr nahe bei 0, falls die Punkte auf
einer Geraden liegen.
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Abbildung 10-6: Ubrzeiger- und Gegenuhrzeigersinn, links und rechts

# clockwise( $x0, $y0, $x1, Syl, $x2, Sy2 )

#  Gibt eine positive Zahl zuriick, wenn der Weg von p0 (x0, y0) via p1 nach p3 nach
#  rechts weist (im Ubrzeigersinn), und eine negative Zahl, wenn der Weg nach links
#  (im Gegenubrzeigersinn) verlduft. Gibt Null zuriick, wenn die drei Punkte auf

#  einer Geraden liegen — aber Vorsicht vor Rundungsfeblern/

#

sub clockwise {

my ( $x0, $y0, $x1, syl, $x2, $y2 ) = @_;

return ( $x2 - $x0 ) * ( Syl - $y0 ) - ( $x1 - $x0 ) * ( $y2 - $y0 );
}

Zum Beispiel ergeben die Punkte aus Abbildung 10-6:

print clockwise( 1, 1, 4, 3, 4, 4 ), "\n";
print clockwise( 1, 1, 4, 3, 7, 5), "\n";
print clockwise( 1, 1, 4, 3, 7, 4), "\n";

die Ausgabe:

-3

In Worten ausgedriickt: Der Punkt (4, 4) ist links (negativ) des Vektors von (1, 1) nach
(4, 3), der Punkt (7, 5) ist genau auf diesem Vektor, und der Punkt (7, 4) liegt rechts
(positiv) davon.
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Schnittprobleme

Die Routine clockwise() ist so etwas wie eine plattgedrickte Version des Kreuzpro-
duktes oder Vektorproduktes aus der Vektoralgebra. Das Kreuzprodukt ist ein Objekt im
dreidimensionalen Raum, ein Vektor, der senkrecht auf der durch die Vektoren py —p1
und p; — p gebildeten Ebene steht.

Schnittprobleme

In diesem Abschnitt werden wir bei Fliefkomma-Berechnungen ofters epsilon benut-
zen. € steht fir eine sehr kleine Zahl, fiir »Null« innerhalb der Rechengenauigkeit. Wie
grof} € sein soll, miissen Sie entscheiden, wir empfehlen ein Zehn-Milliardstel:

sub epsilon () { 1E-10 }

oder mit der etwas schnelleren Version:

use constant epsilon => 1E-10;

Mehr dazu erfahren Sie im Abschnitt »Rechengenauigkeit« im Kapitel 11, Zahlensysteme.

Schnitt von Geraden

Es gibt zwei Arten von Schnittproblemen bei Geraden. Im allgemeinen Fall konnen die
Geraden jede mogliche Steigung haben, in der eingeschrinkteren Version geht es nur
um horizontale und vertikale Geraden, um die »Manhattan-Kreuzungen.

Schnittpunkt von Geraden: Allgemeiner Fall

Das Bestimmen des Schnittpunktes zweier Geraden ist recht einfach. Man 16st das
Gleichungssystem der zwei Gleichungen yy = bpx +ap und y; = byx+ay, die die Geraden
beschreiben. Die Methoden dazu sind im Abschnitt »Gau8sches Eliminationsverfahren«
in Kapitel 7, Matrizen, bzw. im Abschnitt >Gleichungen 16sen« in Kapitel 16, Numerische
Analysis, beschrieben. Aber diese allgemeinen Verfahren funktionieren nicht immer.
Wenn wir »Division-durch-Null-Fehler vermeiden wollen, miissen wir die Spezialfille
gesondert behandeln, bei denen eine der Garden horizontal oder vertikal ist oder bei
denen die Geraden parallel sind. Abbildung 10-7 illustriert einige Schnittprobleme.

(x1,y1)

(x0, y0)

Abbildung 10-7: Schnitt von Geraden: Allgemein; horizontale, vertikale und parallele Feille
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Mit all diesen Sonderfillen ist die Bestimmung des Schnittpunktes von zwei Geraden
gar nicht mehr so simpel, wie es scheint. Unsere Implementation ist erstaunlich lang:

line_intersection( $x0, S$y0, $x1, $yl, $x2, Sy2, $x3, $y3 )

Berechnet den Schnitipunkt zweier Geraden, die definiert sind durch:
- Acht Werte: Zwei Strecken, gebildet aus den vier Punkten
(xo, Yo) — Cxr, y1) und (x2, y2) — (x3, ¥3).
- Vier Werte: Die Steigungen und y-Achsenabschnitte (ay, by, a1 b1)
der zwei Geraden in der Parameterdarstellung y = ax+b.

#
#
#
#
#
#
#
#
#  Riickgabewert:

#  Entweder ein Zablentripel ($x, $y, $s) fiir den Schnittpunkt, wobei $x und
# Sy die Koordinaten des Schnittpunkts sind und $s besagt, ob der Schnittpunkt
#  aufden Strecken selbst liegt (1) oder nur in deren Verldngerung (0).
#

#

#

#

#

#

#

#

#

#

#

Oder ein String, der eine Ausnabmesituation beschreibt:
"out of bounding box" - AufSerbalb der Bounding Box
"parallel"
"parallel collinear" - Die zwei Geraden sind auf einer Linie
"parallel horizontal"
"parallel vertical"
Wegen des Tests auf Enthaltensein in der Bounding Box konnen die Fille
sparallel borizontal« und »parallel vertical« gar nicht auftreten.
(Bounding Boxes werden etwas spditer bebandelt.)

sub line_intersection {
use constant epsilon => le-14;
my ( $x0, $y0, $x1, $yl, $x2, $y2, $x3, $y3 );

if (e_ == 8) {

( $x0, $y0, $x1, $yl, $x2, $y2, $x3, $y3 ) = @_;

# Die Bounding Boxes leilen die Geraden in Segmente auf.
# bounding box () wird spditer definiert.

my @box_a = bounding_box( 2, $x0, $y0, $x1, Syl );
my @box_b = bounding_box( 2, $x2, $y2, $x3, $y3 );

# Obne die folgenden zwei Zeilen tiberpriift die Routine nur, ob sich die zwei
# Geraden schneiden; evtl. schneiden sich nur die Verldngerungen der Strecken.
# bounding box_intersect () wird spéiter definiert.
return "out of bounding box"
unless bounding_box_intersect( 2, @box_a, @box_b );

} elsif ( @_ == 4 ) { # Parameterdarstellung der Geraden.
$x0 = $x2 = 0;
($y0, sy2 ) =e_[1, 3 1;

# Senough muss geniigend grofs sein, damit die Punkte in der x-Richtung weit
# auseinanderliegen — wegen Rechenungenauigkeiten.

my Sabs_y0 = abs $y0;

my Sabs_y2 = abs Sy2;

my $Senough = 10 * ( $abs_y0 > S$Sabs_y2 ? $abs_y0 : $Sabs_y2 );

444



Schnittprobleme

$x1 = $x3 = S$Senough;
$yl = $_[0] = $x1 + $y0;
Sy3 = $_[2] * $x3 + $y2;

my ($x, Sy); # Der noch unbestimmte Schnittpunkt.
my $dyl0 = $yl - $y0; # $dyPQ und $dxPQ sind die

my $dx10 = $x1 - $x0; # Koordinatendifferenzen zwischen
my $dy32 = $y3 - Sy2; # den Punkten P und Q.

my $dx32 = $x3 - $x2;

my $dyl0z = abs( $dyl0 ) < epsilon; # Ist die Differenz $dyl0 gleich »Null<?
my $dx10z = abs( $dx10 ) < epsilon;

my $dy32z = abs( $dy32 ) < epsilon;

my $dx32z = abs( $dx32 ) < epsilon;

my $dyx10; # Die Steigungen.

my $dyx32;

Sdyx10 = $dyl0 / $dx10 unless $dx10z;

Sdyx32 = $dy32 / $dx32 unless $dx32z;

# Wir baben alle Differenzen und Steigungen; jetzt konnen die horizontalen und
# vertikalen Spezialfdlle isoliert werden (z. B. Steigung = O ist eine horizontale Linie).

unless ( defined $dyx10 or defined $dyx32 ) {
return "parallel vertical";
} elsif ( $dyl0z and not $dy32z ) { # Erste Gerade horizontal.
Sy = $y0;
$x = $x2 + ( Sy - $y2 ) * $Ax32 / $dy32;
} elsif ( not $dyl0z and $dy32z ) { # Zweile Gerade horizontal.
Sy = $y2;
Sx = $x0 + ( Sy - Sy0 ) * $dx10 / $dylo0;
} elsif ( $dx10z and not $dx32z ) { # Erste Gerade vertikal.
$x = $x0;
Sy = Sy2 + $dyx32 * ( $x - $x2 );
} elsif ( not $dx10z and $dx32z ) { # Zweite Gerade vertikal.
$x = $x2;
Sy = $y0 + $dyx10 * ( $x - $x0 );
} elsif ( abs( $dyx1l0 - $dyx32 ) < epsilon ) {
# Die Steigungen sind fast identisch: parallele Geraden, eventuell kollineare.

# Durch den »Bounding-Box«Test wurden die Fdlle »parallel horizontal«
# und -parallel vertical« bereits ausgeschlossen.

Sy0 - $dyx10 * $x0;
Sy2 - $Sdyx32 * $x2;

my $ya
my $Syb

return "parallel collinear" if abs( Sya - Syb ) < epsilon;
return "parallel";
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Abbildung 10-8: Schnitipunkt von Geraden: Beispiele

} else {
# Kein Spezialfall: ein normaler, ebrlicher Schnittpunkt.

$x = (Sy2 - $y0 + $dyx10%$x0 - $dyx32*$x2)/($dyx10 - $dyx32);

Sy = $y0 + $dyx10 * ($x - $x0);
}
my $hl0 = $dx10 ? ($x - $x0) / $dx10 : ($dyl0 ? ($y - $y0) / $dylo : 1);
my $h32 = $dx32 ? (Sx - $x2) / $dx32 : ($dy32 ? (Sy - S$y2) / $dy32 : 1);

return ($x, Sy, $hl0 >= 0 && $hl0 <= 1 && $h32 >= 0 && $h32 <= 1);
}

Abbildung 10-8 illustriert mit einer Anzahl von Strecken die verschiedenen Fille, wie
Geraden sich schneiden konnen (oder eben nicht).

Wir untersuchen sechs mogliche Schnittpunkte mit 1ine_intersection():

print "@{[line_intersection( 1, 1, 5, 5, 1, 4, 4, 1 )1}\n";
print "@{[line_intersection( 1, 1, 5, 5, 2, 4, 7, 4 )1}\n";
print "@{[line_intersection( 1, 1, 5, 5, 3, 0, 3, 6 )1}\n";
print "@{[line_intersection( 1, 1, 5, 5, 5, 2, 7, 2 )1}\n";
print line_intersection( 1, 1, 5, 5, 4, 2, 7, 5 ), "\n";
print line_intersection( 1, 1, 5, 5, 3, 3, 6, 6 ), "\n";
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Das Resultat:
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Wenn wir nur daran interessiert sind, ob sich zwei Strecken schneiden, ist die Berech-
nung der Koordinaten des Schnittpunktes zu aufwendig. Es gentigt dafir, die Vorzei-
chen der Betrige der Kreuzprodukte (p2 — po) X (p1 —po) und (p3 — po) X (p1 — po) zu
vergleichen. Die Routine line_intersect () gibt einen einfachen Booleschen Wert zu-
rick, je nachdem, ob sich die Strecken innerhalb der Bounding Box schneiden:

# line_intersect( $x0, $y0, $x1, $yl, $x2, S$y2, $x3, $y3 )
#  Gibt wabr zurlick, wenn sich die durch die vier Punkte definierten Strecken schneiden.
#  Benutzt epsilon zur Abschdtzung der Grenzfdlle.

sub line_intersect {
my ( $x0, $y0, s$x1, $yl, $x2, Sy2, $x3, $y3 ) = @_;

my @box_a = bounding_box( 2, $x0, $y0, $x1, Syl );
my @box_b = bounding_box( 2, $x2, $y2, $x3, S$y3 );

# Wenn sich nicht einmal die Bounding Boxes tiberschneiden, sofort aufgeben.
return 0 unless bounding box_intersect( 2, @box_a, @box b );

# Wenn sich die Vorzeichen der zwei Determinanten (die Absolutbetrdige der
# Kreuzprodukte) unterscheiden, schneiden sich die Strecken.

my $dx10
my $dyl10

Sx1 - $x0;
Syl - $y0;

my $det_a = determinant( $x2 - $x0, S$y2 - $y0, $dx10, $dyl0 );
my $det_b = determinant( $x3 - $x0, $y3 - $y0, $dx10, $dyl0 );

return 1 if -Sdet_a > epsilon and $det_b > epsilon or
Sdet_a > epsilon and -$det_b > epsilon;

if ( abs( $det_a ) < epsilon ) {

if ( abs( $det_b ) < epsilon ) {
# Beide Kreuzprodukte »Nuill«.
return 1;

} elsif ( abs( $x3 - $x2 ) < epsilon and

abs( Sy3 - $y2 ) < epsilon ) {

# Das erste Kreuzprodukt ist »Null, und der zweite Vektor
# (von (x2,92) nach (x3,y3)) hat die Linge »Null«.
return 1;
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Wir

} elsif ( abs( $det_b < epsilon ) ) {

# Das zweite Kreuzprodukt und der erste Vektor sind »Nuill«.

return 1 if abs( $dx10 ) < epsilon and abs( $dyl0 ) < epsilon;
}

return 0; # Voreinstellung: Keine Uberschneidung.

testen line_intersect () mit zwei Paaren von Strecken. Das erste Paar kreuzt bei

(3, 4), das zweite tiberhaupt nicht, weil die Strecken parallel sind:

print "Schnittpunkt\n"

if line_intersect( 3, 0, 3, 6, 1, 1, 6, 6 );
print "Kein Schnittpunkt\n"

unless line intersect( 1, 1, 6, 6, 4, 2, 7, 5);
Schnittpunkt
Kein Schnittpunkt

Schnittpunkt von Geraden: Nur horizontale und vertikale Geraden

Oft

ist der allgemeine Fall des Schnittpunkts von Geraden zu allgemein: Bei der »Man-

hattan«-Geometrie, bei der nur senkrechte und waagrechte Linien vorkommen, konnen
ganz andere Algorithmen verwendet werden.

Die

Losung besteht darin, bindre Bdume zu verwenden, wie wir sie in Kapitel 3, Kom-

plexe Datenstrukturen, eingefihrt haben. Wir schieben dabei eine gedachte horizontale
Linie von unten nach oben tiber die Zeichenebene und bauen bei diesem Vorgang un-
seren bindren Baum auf. Der entstandene binidre Baum enthilt die vertikalen Strecken,
nach ihrer x-Koordinate sortiert, deshalb heifRt er auch x-Baum. Der x-Baum wird nach
folgendem Schema aufgebaut:
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Die Punkte werden von unten nach oben durchgegangen, zuerst die an senkrechten
Strecken beteiligten und danach die an horizontalen Strecken beteiligten von links
nach rechts. Das bedeutet, dafd die beiden Endpunkte einer horizontalen Strecke
gleichzeitig gesehen werden, die Endpunkte von vertikalen Linien nacheinander.

Wenn der untere Endpunkt einer vertikalen Linie erkannt wird, wird dieser Knoten
in den bindren Baum aufgenommen, mit seiner x-Koordinate als Wert. Dadurch
werden die Punkte im Baum von links nach rechts aufgeteilt; wenn die Strecke a
links von der Strecke b liegt, dann liegt auch der Knoten fiir den Anfangspunkt von
a im Baum links des entsprechenden Punktes von b.

Wenn der obere Endpunkt einer senkrechten Linie passiert wird, wird der Knoten
fur die entsprechende Linie aus dem Baum entfernt.

Wenn der Algorithmus eine horizontale Linie antrifft, werden die Knoten im Baum
(die aktiven senkrechten Linien) daraufhin tberprift, ob sie diese waagerechte
Linie schneiden. Die horizontalen Strecken werden nicht in den Baum eingefiigt,
sie werden nur dafiir benutzt, die Kreuzungstests zu starten.
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Abbildung 10-9: Schnittpunkte bei horizontalen und vertikalen Linien

Abbildung 10-9 zeigt, wie der x-Baum aufgebaut wird, wihrend sich die gedachte (grau
dargestellte) Grenze von unten nach oben schiebt. Im linken Bild wird nur dargestellt,
in welcher Reihenfolge die Liniensegmente behandelt werden: Zuerst ¢, dann e usw.
Das mittlere Teilbild zeigt, wie der x-Baum aussieht, nachdem e gefunden wurde; das
Teilbild rechts stellt die Situation dar, nachdem a hinzugefiigt wurde. Die Strecke d wird
nicht in den Baum eingefiigt. Wenn sie gefunden wird, wird der Baum nach moglichen
Kreuzungspunkten abgesucht.

Der Algorithmus ist in manhattan_intersection () implementiert:

# manhattan_intersection( @lines )
#  Schnittpunkte von horizontalen und vertikalen Strecken finden.
#  Benotigt die Routinen basic_tree_add(), basic_tree_del () und
# basic_tree find() aus Kapitel 3, Komplexe Datenstrukturen.
#
sub manhattan_intersection {
my @op; # Die Koordinaten werden hier in Operationen verwandell.

while (@_) {
my @line = splice @_, 0, 4;

if ($line[l] == $1line[3]) { # Horizontal.
push @op, [ @line, \&range_check_tree, 2 1;
} else { # Vertikal.

# Punkte vertauschen, wenn die Strecke von oben nach unten verlduyft.
@line = @line[O0, 3, 2, 1] if $line[l] > $line[3];

push @op, [ @line[O, 1, 2, 1], \&basic_tree_add, 1 ];
push @op, [ @line[0, 3, 2, 3], \&basic_tree_del, 3 1;
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#
#
#
#
#

sub

my $x_tree; # x-Baum.

# Vergleichsfunktion: Sortiert nach x-Koordinaten.

my Scompare_x = sub { $_[0]->[0] <=> $_[1]1->[0] };
my @intersect; # Schnitipunkte.

foreach my Sop (sort { $a->[1] <=> S$b->[1] |
$a->[5] <=> $b->[5] |
$a->[0] <=> $b->[0] }
@op) |
if ($op->[4] == \&range_check_tree) {
push @intersect, S$Sop->[4]1->( \$x_tree, $op, Scompare_x );
} else { # Zufiigen oder I6schen.
Sop->[4]->( \$x_tree, $op, Scompare_x );

return @intersect;

range_check_tree( Stree_link, S$horizontal, Scompare )

Gibt eine Liste der Knoten zuriick, deren x-Koordinaten zwischen
$horizontal->[0] und $horizontal->[2] liegen. Verwendet bindire Bdume
wie die Routinen aus Kapitel 3, Komplexe Datenstrukturen.

range_check_tree {
my ( Stree, Shorizontal, S$Scompare ) = @_;

—

my @range () # Der Riickgabewert.

my S$node = S$Stree;

my Svertical_x = S$node->{val};

my Shorizontal_lo = [ Shorizontal->[ 0 1 1;
my Shorizontal _hi = [ Shorizontal->[ 2 ] ];

return unless defined $Stree;

push @range, range_check_tree( \$node->{left}, Shorizontal, S$compare )
if defined S$node->{left};

push @range, $vertical_x->[ 0 ], Shorizontal->[ 1 ]
if $compare->( $horizontal_lo, $vertical_x ) <= 0 &&

Scompare->( Shorizontal_hi, S$Svertical_x ) >= 0;

push @range, range_check_tree( \$node->{right}, S$horizontal, S$compare )
if defined S$node->{right};

return @Qrange;

manhattan_intersection() ist von der Komplexitit O(NlogN +k), wobei k die Anzahl
der Schnittpunkte ist (wovon es nicht mehr als (N/2)? geben kann).
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Enthaltensein in einem Polygon

Als Beispieldaten fiir manhattan_intersection() nehmen wir die Strecken aus Abbil-
dung 10-10.

AY
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e e
R R e e
SN Y S S N S S . S
A A A

Abbildung 10-10: Strecken fiir das Programmbeispiel des Manhattan-Algorithmus

Die Strecken aus Abbildung 10-10 werden in einem Array abgelegt und auf Schnitt-
punkte tberprift:

@lines = (1, 6, 1, 3, 1,2, 3,2, 1,1, 4,1,
2, 4, 7, 4, 3,0, 3,6, 4,3, 4,7,
5,7, 5,4, 5, 2, ;2 );

print join(" ", manhattan_ intersection(@lines)), "\n";

Wir bekommen:

3132544434

Wir bekommen also sechs Schnittpunkte: (3, 1) ist der unterste links, und (5, 4) ist der
oberste rechts.

Enthaltensein in einem Polygon

In diesem Abschnitt geht es darum herauszufinden, ob ein Punkt innerbalb eines Poly-
gons liegt — ob er in dem Polygon enthalten ist. Darauf aufbauend konnen wir beispiels-
weise untersuchen, ob eine Strecke in einem Polygon vollstindig oder nur teilweise
enthalten ist.
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Punkt in einem Polygon

Um herauszufinden, ob ein Punkt innerhalb eines Polygons liegt, verfolgt man einen
»Strahl« von diesem Punkt aus in die Unendlichkeit (oder zu einem Punkt, von dem
bekannt ist, da er auBerhalb des Polygons liegt). Der Algorithmus ist einfach: Man
zahlt die Schnittpunkte des Strahls mit den Kanten des Polygons. Wenn diese Anzahl
ungerade ist (bei den Punkten e, f, b und j in Abbildung 10-11), liegt der Punkt inner-
halb des Polygons, sonst aulerhalb (a, b, ¢, d, g und 7). Es gibt ein paar verzwickte
Sonderfille (bei geometrischen Algorithmen geht es kaum je ohne Spezialfille ab): was
passiert, wenn der Strahl auf eine Ecke des Polygons fillt (Punkte d, f, g und j)? Oder,
noch schlimmer, auf eine Kante (Punkt 7)? Der hier vorgestellte Algorithmus funktioniert
sicher fir die Punkte, die klar innerhalb oder auBerhalb des Polygons liegen. Bei den
Grenzfillen hingt es davon ab, wie die »Fast-ZusammenstoBe« gezihlt werden.

0 oder 2
2
2 oder 4
3
1 oder 3
2 oder 4
1

2
1 oder 3 oder 5

D DD Q O D

Abbildung 10-11: Liegt der Punkt im Polygon? Zihlen Sie die Schnitipunkte!

Die Routine point_in polygon() gibt einen wahren Wert zurlick, wenn der Punkt
(durch die ersten zwei Argumente definiert) im Innern des Polygons liegt, das durch
den Rest der Argumente gegeben ist.

point_in_polygon ( $x, Sy, @xy )

#
#
# Gegeben: Punkt ($x, $y), Polygon ($x0, $y0, $x1, $yl, ... ) als Array exy .

#  Riickgabewert: 1 fiir Punkte, die sicher innerhalb, O fiir Punkte, die sicher aufSerbalb
#  des Polygons liegen. Fiir die Grenzfdille wird die Situation komplex und sprengt

#  den Rabmen dieses Buches. Die Grenzfdlle werden immerbin in einer Hinsicht

#  korrekt behandelt: Wenn die Ebene in mehrere Polygone aufgeteilt wird, gehort jeder
#  Punkt zu genau einem Polygon.

#

#

#

#

Abgeleitet von einem Algorithmus aus der FAQ zu comp.graphics.algorithms.
Mit freundlicher Genebmigung von Wm. Randolph Franklin.
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sub point_in_ polygon {

my ( $x, Sy, @xy ) = @_;

my $n = @xy / 2; # Anzabl der Ecken des Polygons.
my @ =map { 2 * $_ } 0 .. (exy/2); # Diegeraden Indizes von exy .

my @x = map { $xy[ $_ ] }oei; # Gerade Indizes: x-Koordinaten.
my @y = map { $xy[ $_ + 1 1 } @€i; # Ungerade Indizes: y-Koordinaten.
my ( $i, $3 ); # Indizes.

my $side # 0 = aufSerbalb, 1 = innerhalb.

1]
o

for (81 =0, $J =$n -1 ; $1 < $n; $J = Si++ ) {
if (
(
[$3 1))
[$i1))

1

[ 1] <=8y ) && ( Sy < $y
[ 81 <=8y ) && ( Sy < $y

# Wenn y innerbalb der y-Grenzen liegt . ..
( ( sy
( ( sy
)
and
# ... und der Strabl von (x, y) in die Unendlichkeit die Kante vom
# i-ten zum j-ten Punkt Rreuzt . ..
($x
<
($x[ $3 1 - $x[si 1) »
($y - syl $1 1) /7 ( Syl $3 1 - Syl $1 1) + sx[ $1 1)) {
$side = not $side; # ... dann die Seite wechseln.

return $side ? 1 : 0;

}

Um herauszufinden, ob die Anzahl der Schnittpunkte gerade oder ungerade ist, miissen
wir sie gar nicht zihlen; es gentigt, wenn wir bei jedem Schnittpunkt den Booleschen

Wert $side ins Gegenteil verkehren.

Mit dem Polygon aus Abbildung 10-12 testen wir, ob die neun Punkte innerhalb oder

auerhalb des Polygons liegen:

@polygon = ( 1, 1, 3,5, 6, 2, 9, 6, 10, 0, 4, 2, 5, -2);
print "( 3, 4): ", point_in polygon( 3, 4, @polygon ), "\n";
print "( 3, 1): ", point_in polygon( 3, 1, @polygon ), "\n";
print "( 3,-2): ", point_in polygon( 3,-2, @polygon ), "\n";
print "( 5, 4): ", point_in polygon( 5, 4, @polygon ), "\n";
print "( 5, 1): ", point_in polygon( 5, 1, @polygon ), "\n";
print "( 5,-2): ", point_in polygon( 5,-2, @polygon ), "\n";
print "( 7, 4): ", point_in polygon( 7, 4, @polygon ), "\n";
print "( 7, 1): ", point_in polygon( 7, 1, @polygon ), "\n";
print "( 7,-2): ", point_in polygon( 7,-2, @polygon ), "\n";
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Das Resultat:
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Also sind die Punkte (3, 4), (3, 1) und (7, 1) im Polygon enthalten, die anderen nicht.

'
F--F-
'

_.‘I__

'
-==-r
'

Abbildung 10-12: Das Polygon aus dem Programmbeispiel mit Punkten inner- und aujfSerbalb

Punkt in einem Dreieck

Fur ein einfaches Polygon wie das Dreieck gibt es auch andere Algorithmen. Wir be-
ginnen mit einer Seite des Dreiecks und bestimmen, ob der gesuchte Punkt links oder
rechts davon liegt. Dann gehen wir zur nichsten Seite und wiederholen den Vorgang.
Wenn der Punkt auf verschiedenen Seiten der ersten und der zweiten Dreiecksseite
liegt, ist er sicher auflerhalb des Dreiecks. Wenn nicht, wiederholen wir das Verfahren
mit der dritten Seite; wenn der Punkt auch da auf der gleichen Seite liegt, ist er im Drei-
eck enthalten. Wenn wir feststellen, dafd der Punkt exakt auf einer Kante liegt, zihlen
wir das als »innerhalb«.

In Abbildung 10-13 wird angenommen, dafd wir die Seiten des Dreiecks im Gegenuhr-
zeigersinn durchgehen. Punkte innerhalb des Dreiecks liegen dann immer links. Wenn
ein Punkt einmal auf der anderen Seite liegt, ist er aulerhalb.
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./ links

Abbildung 10-13: Punkte inner- und aufSerhalb eines Dreiecks

Der Algorithmus ist in point_in_triangle () ausgefiihrt:

# point_in_triangle( $x, Sy, $x0, $y0, $x1, Syl, $x2, $y2 )
#  Gibt wabr zurlick, wenn der Punkt ($x, Sy) innerbalb des durch die folgenden
#  Punkte gebildeten Dreiecks liegt.

#
sub point_in_triangle {
my ( $x, Sy, $x0, $y0, s$x1, Syl, $x2, Sy2 ) = @_;
# clockwise () wurde weiter vorn in diesem Kapitel definiert.
my $cw0 = clockwise( $x0, $y0, $x1, $yl, S$x, Sy );
my $cwl = clockwise( $x1, $yl, $x2, $y2, S$x, Sy );
my $cw2 = clockwise( $x2, $y2, $x0, $y0, $x, Sy );
# Links = -1, kollinear = 0, rechts = 1.
Scw0 = abs( $Scwl ) < epsilon ? 0 : Scw0 < 0 ? -1 : 1;
Scwl = abs( $cwl ) < epsilon ? 0 : Scwl < 0 ? -1 : 1;
Scw2 = abs( $cw2 ) < epsilon ? 0 : Scw2 < 0 ? -1 : 1;
# Im allgemeinen Fall ist bei Punkten innerbalb die Summe 3 oder -3.
# Bei Punkten auf einer Kante ist die Summe 2 oder -2.
return 1 if abs( $Scwl0 + Scwl + Scw2 ) >= 2;
# Punkte, bei denen zwei $cwx gleich Null sind, sind die Ecken
# des Dreiecks — alle anderen Punkte liegen aufserbalb.
return abs( $Scw0 ) + abs( $Scwl ) + abs( Scw2 ) <= 1;
}

Wir definieren ein Dreieck mit den Ecken (1, 1), (5, 6) und (9, 3) und tiberpriifen sieben
Punkte:

@triangle = ( 1, 1, 5, 6, 9, 3 );

print "(1, 1): ", point_in_triangle( 1, 1, @triangle ), "\n";
print "(1, 2): ", point_in_triangle( 1, 2, @triangle ), "\n";
print "(3, 2): ", point_in_triangle( 3, 2, @triangle ), "\n";
print "(3, 3): ", point_in_triangle( 3, 3, @triangle ), "\n";
print "(3, 4): ", point_in_triangle( 3, 4, @triangle ), "\n";
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print "(5, 1): ", point_in_triangle(
print "(5, 2): ", point_in_triangle(

, @triangle ), "\n";
, @triangle ), "\n";

5 1
5, 2

Wir erhalten:
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Die Punkte (1, 2), (3, 4) und (5, 1) liegen innerhalb des Dreiecks, die anderen aufderhalb.

Punkt in einem Viereck

Jedes konvexe Viereck (ein Polygon mit vier Seiten, dazu gehoren Quadrat, Rechteck,
Rhombus, Trapez usw.) lafdt sich durch eine Linie zwischen gegentberliegenden Ecken
in zwei Dreiecke aufteilen. Damit und mit der point_in_triangle()-Routine kon-
nen wir sehr einfach feststellen, ob ein Punkt innerhalb eines Vierecks liegt. (Vorsicht
vor entarteten Fillen: Vierecke mit zusammenfallenden Ecken werden zu Dreiecken,
Strecken oder sogar Punkten.) Diese Aufteilung in zwei Dreiecke ist in Abbildung 10-14
illustriert.

Abbildung 10-14: Aufteilung eines Vierecks in zwei Dreiecke

Die Routine point_in_quadrangle () ruft einfach die Routine point_in_triangle()
zweimal auf:

# point_in_quadrangle( $x, Sy, $x0, $y0, sx1, Syl, $x2, $y2, S$x3, sSy3 )
# Gibt wahr zuriick, wenn der Punkt ($x, $y) innerbalb des durch die
#  Punkte pO ($x0, $y0), p1, p2 und p3 gebildeten Vierecks liegt.
#  Benulzt einfach point_in_triangle().
#
sub point_in_gquadrangle {
my ( $x, Sy, $x0, $y0, $x1, Syl, $x2, $y2, $x3, $y3 ) = @_;

return point_in_ triangle( $x, Sy, $x0, $y0, $x1, $yl, $x2, $y2 ) ||
point_in_triangle( $x, $y, $x0, s$y0, s$x2, S$y2, $x3, $y3 )
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VA

Abbildung 10-15: Welche Punkte liegen innerbalb des Vierecks?

Wir testen die Routine point_in_guadrangle() mit den Daten aus Abbildung 10-15.
Die Ecken des Vierecks sind (1, 4), (3, 0), (6, 2) und (5, 5):

@gquadrangle = ( 1, 4, 3, 0, 6, 2, 5,
print "(0, 2): ", point_in_quadrangle(
print "(1, 4): ", point_in_quadrangle (
print "(2, 2): ", point_in_quadrangle(
print "(3, 6): ", point_in_quadrangle(
print " (3, 4): ", point_in_quadrangle (
print "(4, 2): ", point_in_quadrangle (
print "(5, 4): ", point_in_quadrangle (
print "(6, 2): ", point_in_quadrangle (

Die Ausgabe:
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)i
2,
4,
2,
6,
4,
2,
4,
2

’

@quadrangle
@guadrangle
@quadrangle
@quadrangle
@guadrangle
@quadrangle
@guadrangle
@quadrangle

"\n";
"\n";
"\n";
"\n";
"\n";
"\n";
"\n";
"\n";

Die Punkte (3, 4), (4, 2) und (5, 4) liegen sicher innerhalb des Vierecks, die Punkte (0,

2) und (3, 6) sicher auRerhalb.

Begrenzungen

In diesem Abschnitt geht es um die die Abgrenzungen von geometrischen Objekten,
mit denen man ermitteln kann, ob sich zwei Objekte zu tUberlagern scheinen. Wir sa-
gen »scheinens, weil die hier behandelten Abgrenzungen nur eine erste Approximation
geben: Bei konkaven Objekten wird die Sache viel komplizierter.
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Bounding Box

Die Bounding Box eines geometrischen Obijekts ist die kleinste d-dimensionale »Ki-
ste, in die das d-dimensionale Objekt hineinpafdt, und deren Kanten parallel zu den
Koordinatenachsen sind. Die Bounding Box wird etwa bei Videospielen benutzt, um
festzustellen, ob zwei Objekte gerade zusammengestofen sind. Abbildung 10-16 zeigt
ein Polygon und seine Bounding Box.

Abbildung 10-16: Ein Polygon und seine Bounding Box (gestrichelt)

Die Subroutine bounding box () gibt ein Array von Punkten zurtick. Bei $d=2 Di-
mensionen ist die Bounding Box ein Rechteck, daher gibt bounding box () vier Werte
zurlick: zwei gegentiberliegende Ecken des Rechtecks.

# bounding_box_of_points($d, @p)
#  Gibt die Bounding Box zuriick, die die $da-dimensionale Punktmenge @p enthdilt.

sub bounding box_of_points {
my ($d, @points) = @_;

my @bb;
while (my @p = splice @points, 0, $d) {
@bb = bounding_box($d, @p, @bb); # Weiter unten definiert.

return @bb;

bounding box($d, @p [,@b])
Gibt die Bounding Box der Punktmenge @p in $d Dimensionen zuriick.
Der optionale Parameter @b gibt einen Startwert fiir die Bounding Box,
so dafs wir Bounding Boxes kumulativ aus friiberen zusammen mit weiteren Punkten
aufbauen kénnen. Dies wird von bounding_box_of_points() benutzt.

Die Bounding Box wird als Liste zurtickgegeben. Die ersten $d Elemente sind
die Minimum-Koordinaten, die letzten $d die gréfSten Koordinatenwerte.
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sub bounding box {
my ( $d, @bb ) = @_; # $d ist die Anzahl der Dimensionen.
# Punkte herauslésen, Bounding Box in @bb zuriicklassen.

my @p = splice( @bb, 0, @bb - 2 * $d4d );
@bb = ( @p, @p ) unless @bb;

# Jede Koordinatenrichtung durchgeben und Extremalwerte notieren.
for (my $i = 0; $i < $d; $i++ ) {
for (my $j = 0; $j < @p; $j += 84 ) {
my $ij = $i + $3;
# Die Minima . ..
$bb[ $i 1 =%pl $ij 1 if $pl $ij 1 < $bb[ $i 1:
# ... und Maxima.
$obl[ $i + $d 1 = $pl $ij 1 if $pl $ij ] > $bb[ $i + $d 1;

}

return @bb;

# bounding_box_intersect ($d, @a, @b)
# Gibt wahr zuriick, wenn sich die zwei $d-dimensionalen Bounding Boxes @a und @b
#  diberlagern. Wird von line_intersection() benutzt.

sub bounding box_intersect {
my ( $d, @bb ) = @_; # Anzahl Dimensionen, Koordinaten der Boxen.
my @aa = splice( @bb, 0, 2 * $d ); # Erste Box (@bb ist die zweite Box).

# Die Boxen miissen sich in allen Dimensionen iiberschneiden.

for (my $i_min = 0; $i_min < $d; S$i_min++ ) {
my $i_max = $i_min + $d; # Index fiir das Maximum.
return 0 if ( Saal $i_max ] + epsilon ) < $bb[ $i_min ];
return 0 if ( $bb[ $i_max ] + epsilon ) < $aal $i_min ];

}

return 1;

}

Zur Veranschaulichung berechnen wir die Bounding Box des Polygons aus Abbil-
dung 10-17. Wir rufen bounding box_of_points() mit 21 Argumenten auf, der Di-
mension (2) und den 10 Koordinatenpaaren der Punkte aus Abbildung 10-17:

@bb = bounding_box_of_points(2,

2,5 5 7, 7,4, 5,5, 6,1), "\n";
print "@bb\n";

Wir bekommen die linke untere und die rechte obere Ecke der Bounding Box, die hier
ein Quadrat ist:

1177
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VA VA

Abbildung 10-17: Ein Polygon und seine Bounding Box

Konwvexe Hiille

Die konvexe Hiille ihnelt der Bounding Box darin, daf8 sie alle Punkte enthilt; sie
ist aber keine Box. Sie umfafit die dufersten Punkte des Objekts, dhnlich wie ein
Gummiband, das eine Anzahl Nigel in einem Nagelbrett umfafit. Oder stellen Sie sich
von Christo eingehtllte Biume vor: die Plastikfolie stellt die konvexe Hiille dar.

Im zweidimensionalen Raum besteht die konvexe Hiille aus den Seiten eines konvexen
Polygons. In drei Dimensionen sind es die Flichen eines konvexen Polyeders, bei dem
alle Seitenflichen Dreiecke sind. Abbildung 10-18 zeigt ein Beispiel einer zweidimen-
sionalen konvexen Hiille.

Abbildung 10-18: Konvexe Hitille einer Punktmenge

Der bekannteste Algorithmus zur Bestimmung der konvexen Hulle ist das Durchsuchen
nach Grabham. Man beginnt mit einem Punkt, fir den feststeht, daf er zur konvexen
Hulle gehort; meist nimmt man den Punkt mit der kleinsten x- oder y-Koordinate, wie
in Abbildung 10-19(a) gezeigt.
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Abbildung 10-19: Durchsuchen nach Graham

Alle anderen Punkte werden nach dem Winkel sortiert, den ein Strahl vom Startpunkt
aus durch diesen Punkt zur positiven x-Achse bildet, wie in Abbildung 10-19(b) dar-
gestellt. Weil wir den Punkt mit der niedrigsten y-Koordinate als Startpunkt gewihlt
haben, ist sichergestellt, da dieser Winkel zwischen 0 und Tt (Bogenmaf) liegt.

Der Anfang der gesuchten Hiille besteht zuerst aus der Strecke zum ersten dieser sortier-
ten Punkte. Eine Komplikation kann entstehen, wenn zwei Punkte exakt den gleichen
Winkel bilden; diese wird beseitigt, indem man eine ausgefeiltere Sortierfunktion be-
nutzt, die bei gleichem Winkel nach x- und dann nach y-Koordinaten sortiert.

Jetzt gehen wir zum nidchsten Punkt. Wenn wir dazu nach links abdrehen miuissen, wird
dieser ndchste Punkt zur Hille hinzugefuigt.

Wenn wir uns allerdings nach rechts drehen mussen, dann war der eben hinzugefigte
Punkt doch nicht einer der Hulle und mu8 wieder entfernt werden. Vielleicht miis-
sen noch weitere Punkte entfernt werden, bis zum nichsten Punkt eine Linksdrehung
erforderlich ist. Dieses Auf- und wieder Abbauen der Hille legt es nahe, als Datenstruk-
tur einen Stapel zu verwenden (wie im Abschnitt »Stapel« in Kapitel 2, Grundlegende
Datenstrukturen, beschrieben).
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Wie man in Abbildung 10-19(e) sieht, wird mit dieser »Rechtsabbiegen verboten«-Stra-
tegie rickwirts aus konkaven Gegenden (schattiert dargestellt) des Polygons heraus-
manovriert; tbrig bleibt die konvexe Hille. Dieser Vorgang wird mit Punkten nach
steigenden Winkel so lange weitergefiihrt, bis der Startpunkt erreicht ist. Die Subroutine
convex_hull_graham() berechnet die konvexe Hiille nach Graham:

# convex_hull_graham( @xy )

#  Berechnet die konvexe Hiille der Punktmenge @xy nach Graham.
# Gibt die konvexe Hiille als Punktliste ($x, Sy, ... ) zurtick.

sub convex_hull_graham {

my ( @exy ) = @_;

my $n = @xy / 2;

my @ =map { 2 * $_ } 0 .. ( $#xy / 2 ); # Gerade Indizes.
my @x = map { $xy[ $_ 1 } ei;

my @y = map { $xy[ $_ + 1 1 } @i;

# Startpunkt suchen: von den Punkten mit kleinstem y der mit kleinstem x.
# Symin ist der bisher kleinste y-Wert, $xmini enthdilt den Index des Punktes
# mit dem bisher kleinsten x-Wert unter denen, die $ymin als y-Wert haben.

my ( $ymin, $xmini, $xmin ) = ( $y[ 0 1, 0, $x[ 0 1 );

for (my $i = 1; $i < $n; Si++ ) {

if ( Syl $i 1 + epsilon < S$ymin ) { # Neuer kleinster y-Wert.
$ymin = $y[ $1i 1;
$xmin = $x[ $1 1;

Sxmini = $i;
} elsif ( abs( $yl $1 1 - $ymin ) < epsilon # Gleiches kleinstesy ...
and $x[ $i ] + epsilon < $xmin ) { # ... aber kleineres x.
$xmin = $x[ $1i 1;
Sxmini = $i;

splice @x, $xmini, 1; # Startpunkt entfernen.
splice @y, S$xmini, 1;

my @wink = map { # Winkel zum Startpunkt berechnen.
atan2( $y[ $_ 1 - Symin,
$x[ $_ 1 - $xmin)
} 0 .. S#x;

# Eine ungewohnliche Schwartzsche Transformation.
# Wir erbalten die sortierten Indizes, so dajs wir die Sortierung mebrfach,
# fiir x und fiir y, anwenden kénnen — eine Index-Permutation.
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my @ =map { $_->[ 01 }
sort { # Nach Winkeln sortieren, dann nach x, dann nach y.
return $a->[ 1 ] <=> $b->[ 1 ] |
$x[ $a->[ 0 1 1 <=> $x[ $b->[ 0 1
0

11
Syl $a->[ 01 ] <=> syl $b—>[ 01 1;

7

}
map { [ $_, Swink[ $_ 1 1 } 0 .. S#wink;

@x = @x[ @j 1; # Permutieren.
Ry = @y[ @j 1;
unshift @x, $xmin; # Startpunkt wieder in die Liste der Punkte einfrigen.

unshift @y, S$ymin;
my @h = ( 0, 1 ); # Die Hiille.

# Zuriickmandvrieren: Hiille verkleinern, solange wir rechts abbiegen miifSten.
for ( $i = 2; $1i < $n; $i++ ) {

while (@h >= 2 and # Immer mindestens zwei Punkte in der Hiille belassen.
clockwise( $x[ Sh[ -2 1 1,
Syl $hl -2 1 1,
$x[ $hi -1 1 1,
Syl $h[ -1 1 1,
$x[ 61 1,
Sy[ $1 1 ) > - epsilon ) {
pop @h;
}
push @h, $i; # Punkt in die Hiille aufnebmen.

}

# x- und y-Koordinaten paarweise zur einer Liste zusammensetzen.
return map { ( $x[ Sh[ $_ 1 1, Sy[ $hl $_1 1) } 0 .. S#h;
}

Das Durchsuchen nach Graham li83t sich optimieren, indem man die Anzahl der Punk-
te einschrinkt, die untersucht werden mussen. Eine Moglichkeit ist das Entfernen von
inneren Punkten: die innere Elimination. Punkte, von denen bekannt ist, daR sie nicht
zur konvexen Hulle gehoren konnen, werden gar nicht erst berlicksichtigt. Von wel-
chen Punkten man das wissen kann, hingt von der Verteilung der Punkte ab. Wenn die
Verteilung in allen Richtungen etwa gleich ist (eine Gleichverteilung in einem Recht-
eck), dann ist ein Viereck, das aus dem Punkten gebildet wird, die den Eckpunkten
dieses Rechtecks am nichsten sind, ein idealer Eliminator. Die Punkte im Inneren die-
ses Vierecks brauchen gar nicht erst berticksichtigt zu werden, wie aus Abbildung 10-20
hervorgeht.

Die den Eckpunkten nichsten Punkte kann man durch Summen- und Differenzbildung
ziemlich einfach finden:
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eliminiert : R

Abbildung 10-20: Durchsuchen nach Grabam: Eliminieren von offensichtlich inneren Punkten

e Kkleinste Summe: Ecke unten links
e grofdte Summe: Ecke oben rechts
e Kleinste Differenz: Ecke oben links

e grofte Differenz: Ecke unten rechts
In Perl formuliert sieht das etwa so aus:

# GrofSte und kleinste Summen und Differenzen finden (oder vielmebr die Indizes
# der entsprechenden Punkte in den Arrays ex und @y).

my @sort_by sum =
map { $S_->[ 0 1 }
sort { Sa->[ 1 ] <=> $b->[ 1] }
map { [ $_, $x[ S_ 1 + syl $_ 11 1} 0..$#x;

my @sort_by diff =
map { S_->[ 0 1 }
sort { $a->[ 1 ] <=> $b->[ 11 }

map { [ $_, $x[ S_ 1 - syl $_ 11 1} 0..$#x;
my $ul = $sort_by sum [ 0 1; # Index der Ecke unten links des Eliminator-Vierecks.
my $or = $sort_by sum [ -1 1; # oben rechis.
my $ol = $sort_by diff[ 0 1; # oben links.
my $ur = $sort_by diff[ -1 1; # wunten rechis.

Dieser Ansatz birgt eine Gefahr. Wir durfen nur die Punkte eliminieren, die streng
innerhalb des Vierecks liegen. Punkte auf den Kanten des Vierecks konnten zur Hiille
gehoren, die Ecken des Vierecks selbst gehoren sogar sicher dazu. Ein Ausweg wiire es,
ein um ein »kleines bichen« kleineres Viereck zu nehmen. Wenn dieses € gut gewihlt
wird, gehen dabei kaum Punkte verloren, und es konnen sofort viele Punkte eliminiert
werden.

Die zeitliche Komplexitit von convex_hull_graham ist O(NlogN), das ist optimal.
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Dichtestes Punktepaar

Welche zwei Punkte in einer Punktemenge liegen am nichsten beieinander? Der naive
Ansatz — einfach die Distanzen zwischen allen Punktepaaren berechnen — funktioniert,
ist aber langsam: O(N?). Eine praktische Anwendung lieRe sich z. B. in der Flugver-
kehrssimulation oder -kontrolle denken: Zwei Jumbo-Jets sollten sich besser nicht am
exakt gleichen Ort authalten. Mit Bounding Boxes lassen sich Kollisionen ermitteln;
mit der Suche nach den Punkten, die am dichtesten beieinander liegen, kann man sie
voraussehen und vielleicht vermeiden. Wir werden die Punkte aus Abbildung 10-21 als
Beispiel verwenden.

Abbildung 10-21: Eine Punktmenge und das dichteste Punktepaar

Wir konnen von einem Lokalititskriterium ausgehen: Wenn wir ein Gebiet aufteilen,
ist es wahrscheinlich, daR ein Punkt auf der linken Seite anderen Punkten auf der
linken Seite niher liegt als solchen zur Rechten. Wir wenden einmal mehr die »Teile-
und-Herrsche«Strategie an (vergleiche dazu den Abschnitt »Wiederkehrende Themen
bei Algorithmen« in Kapitel 1, der Einfiihrung) und teilen die Punktemenge wiederholt
und rekursiv in linke und rechte Teile auf, wie in Abbildung 10-22 dargestellt.
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Abbildung 10-22: Rekursives Aufieilen: Geometrische und logische Betrachtungsweise
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Sie wundern sich Gber die geknickte Linie im rechten Teil von Abbildung 10-22? Die
Trennungslinie fillt exakt auf zwei Punkte, die die gleiche x-Koordinate haben. Daher
zeigen wir auch die »logische« Ansicht, in der jeder Punkt klar zur einen oder zur
anderen Hilfte gehort.

In Abbildung 10-23 sind die senkrechten Streifen dargestellt, wie sie aus der rekursiven
Links-Rechts-Aufteilung entstehen. Die Streifen sind beschriftet: 1rr ist beispielsweise
der Streifen, der aus einer Links-Teilung, gefolgt von zwei Rechts-Teilungen resultiert.

I ‘rl ml rr

\;

das dichteste Paar der
zwei Punkte

/
das dichteste Paar der drei Punkte

Abbildung 10-23: Aus rekursiver Aufteilung entstandene Streifen und dichteste Paare darin

Wenn ein Streifen nur noch zwei oder drei Punkte enthilt, wird die Rekursion abgebro-
chen. In diesen Fillen ist es trivial einfach, die kiirzeste Distanz zu finden — oder eben
das dichteste Punktepaar (siche Abbildung 10-23).

il ‘rl l rr

\

= kijrzeste Distanz <

Abbildung 10-24: Die aus der rekursiven Teilung entstandenen Streifen zusammenfiibren

Aber was ist zu tun, wenn wir aus der Rekursion wieder zuriickkehren? In jedem Strei-
fen gibt es nun eine private »kirzeste Distanz« Wir konnen aber nicht einfach die
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kiirzeste unter diesen nehmen, weil die wirklich kiirzeste vielleicht eine Teilungslinie
iberschreitet, wie jene in Abbildung 10-24.

Abbildung 10-25: Der komplizierteste Fall beim Zusammenfiibren von Streifen. Der aktuelle
Punkt ist weifs markiert.

Wir verfahren wie folgt: Bei jeder Trennungslinie miissen wir nur die Punkte bertick-
sichtigen, die niher an der Trennungslinie liegen als die kirzeste bisher gefundene
Distanz. Diese Punkte gehen wir in der Reihenfolge ihrer y-Koordinaten durch. Pro
Punkt miissen wir im ungiinstigsten Fall die Distanzen zu den sieben anderen in Abbil-
dung 10-25 gezeigten Punkten berechnen.

Das entsprechende Perl-Programm ist etwas kompliziert, weil die Punktemenge gleich-
zeitig auf verschiedene Arten sortiert werden mus: in der urspriinglichen Ordnung, die
Punkte horizontal sortiert (so nehmen wir die Aufteilung in Streifen vor), und in vertika-
ler Sortierung (so suchen wir nach Distanzen, die die Trennungslinien tiberschreiten).
Diese verschiedenen Darstellungen der gleichen Punktemenge werden mit Permutati-
onsvektoren realisiert, wofiir wir in Perl Arrays nehmen. Zum Beispiel enthilt @yoi den
»vertikalen Rang« jedes Punktes, von oben nach unten.

Es scheint, da die »Teile-und-Herrsche«Strategie zu einem O(NlogN)-Algorithmus
fuhrt. Das stimmt aber nur, wenn die Rekursion selbst von der Komplexitit O(N) ist.
Wir konnen daher nicht innerhalb der Rekursion sort () benutzen, sonst ist unser an-
gestrebtes O(NVlogN)-Resultat dahin. Wir sortieren deshalb nur einmal horizontal und
einmal vertikal und rufen dann die rekursive Teilung auf.

Hier kommt sie nun, unsere angsteinfloend lange closest_points ()-Subroutine:

sub closest_points {

my ( @p ) = @_;

return () unless @p and @p % 2 == 0;

my Sunsorted x = [ map { Spl[ 2 * S$_ 1} 0..8#p/2 1;
my $unsorted_y = [map { $p[ 2 * $_ + 1 1 } 0..$#p/2 1;

# Berechnung der Permutations- und Ordinalindizes.

# xpi: X-Permutationsindex.

#
# Wenn @$unsorted_x (18, 7, 25, 11) ist, dann wird expi zu (1, 3, 0, 2),
# d. bh. $xpil0] == 1 bedeutet, dafs das nach x sortierte $sorted_x[0] in

# Sunsorted_x->[1] zu finden ist.
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sub

Wir benutzen diese Index-Transformation, weil wir so einerseits @sunsorted_x
nach @sorted_x sortieren kénnen, andererseits aber die urspriingliche Reihenfolge
mit @sorted_x[@xpi] wiederberstellen konnen.

Das ist notwendig, weil wir die Punkte sowohl nach x als auch nach y sortieren
wollen, wir wollen aber auch die gefundenen Punkte in den urspriinglichen
Arrays finden: »Der 12. und der 42. Punkt bilden das dichteste Paar.«

HH F FH FH I H

my @xpi = sort { Sunsorted_x->[ $a ] <=> Sunsorted_x->[ $b ] }
0..S#Sunsorted_x;

# ypi: Y-Permutationsindex.

#

my @ypi = sort { Sunsorted_y->[ $a ] <=> Sunsorted_y->[ $b ] }
0..S$#Sunsorted_vy;

# yoi: Y-Ordinalindex.

#

# Der Ordinalindex ist das Gegenstiick zum Permutationsindex: Wenn @$unsorted_y
# gleich (16, 3, 42, 10) und eypi gleich (1, 3, 0, 2) ist, dann wird @yoi zu

# (2,0, 3, 1); mit anderen Worten, $yoil[0] == 1 bedeutet, dajs $unsorted_y->[0]

# das gleiche Element ist wie $sorted_yI[1] .

my @yoi;
@yoi[ @ypi 1 = 0..S#ypi;

# Dichteste Punkte mit rekursivem Aufruf bestimmen.
my ( Sp, $qg, $d ) = _closest_points_recurse( [ @Sunsorted_x[@xpi] ],
[ @Sunsorted_yl[@xpil 1,
\@xpi, \e@yoi, 0, S#xpi

)i

my $pi = $xpil[ $p 1; # Riicktransformation.
my $qi = $xpil $q 1;
( $pi, $gi ) = ( $qi, $pi ) if $pi > S$qi; # Niedrigeren Index zuerst.

return ( $pi, $gi, $d );

_closest_points_recurse {

my ( $x, Sy, $xpi, $yoi, $x 1, $xr ) = @_;

# $x, $y: Referenzen auf die Arrays mit den x- und y-Koordinaten, nach x sortiert.
# $xpi: X-Permutationsindizes, von closest_points_recurse () berechnet.

# Syoi: Y-Ordinalindizes, wurden von closest_points_recurse () berechnet.

# 6x_1: Linke Grenze des im Moment interessierenden Teils der Punktemenge.

# $x_r: Rechte Grenze des im Moment interessierenden Teils der Punktemenge.

# Das beifst, nur die Punkte $x->[$x_1..$x_r] und $y->[$x_1..$x_r]

# werden in diesem Schritt untersucht.
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my
my
my
my

if

$d; # Die kleinste bisher gefundene Distanz.

$p; # Index des Punktes am einen Ende der Minimaldistanz . . .

$q; # ... und des anderen Punkites.

SN = $x r - $x 1 + 1; # Anzabl der Punkte im Streifen.
(SN >3 ) { # Noch zu viele — rekursiv aufleilen!
my $x 1r = int( ( $x_1 + $x_r ) / 2); # Rechte Grenze der linken Hdilfte.
my $x_rl = $x_ lr + 1; # Linke Grenze der rechten Hilfte.

# Zuerst berausfinden, was die Teile fiir Resultate zuriickliefern.

my ( $pl, sqgl, $d1 ) =

_closest_points_recurse( $x, Sy, S$xpi, $yoi, S$x 1, $x 1lr );
my ( $p2, $g2, $d2 ) =

_closest_points_recurse( $x, Sy, Sxpi, $yoi, $x rl, Sx r );

# Resultate von beiden Hlften zusammenfiibren.

# $4, $p und $q nachfiibren: Die kiirzeste bisher gefundene Distanz und die
# Indizes der daran beteiligten Punkte.

if ( 8dl < $d2 ) { $d = $dl; $p = $pl; $g = $qgl }
else { $d = $d2; $p = $p2; S$q = $q2 }

# Uberlappungsbereich iiberpriifen.

# Die x-Koordinate auf halbem Weg zwischen der linken und der rechten Hcilfte.
my $x d = ( $x->[ $x_ 1r ] + $x->[ $x rl 1) / 2;

# Die Indizes von »moglichen« Punkten, d. h. von Punktepaaren, die die

# Trennungslinie iiberschreiten und vielleicht néiber beieinander liegen als die
# bisher kiirzeste Distanz.

my @xi;

# Mogliche Punkte aus der linken Hdilfte finden.

# Linke Grenze des linken Segments mit méglichen Punkten.
my Sx_11;

if ( $x 1r == $x 1 ) { $x 11 = sx 1 }

else { # Bindre Suche.
my $x 11 _lo = $x_1;
my $x_11_hi = $x_1r;

do { $x_11 = int( ( $x_11_ 1o + $x 11 hi ) / 2 );
if ( $x.d - $x->[ $x_11 ] > sd ) {
$x_11_lo = $x_11 + 1;
} elsif ( $x d - $x-—>[ $x_11 ] < sd ) {
$x_11_hi = $x 11 - 1;
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} until $x_11_lo > $x_ 11 _hi
or ( $x.d - $x—>[ $x 11 ] <= &d
and ( $x_ 11 == 0 or
Sx . d - Sx->[ $x_11 - 11 >=8d ) );
}
push @xi, $x_11..$x 1r;

# Mogliche Punkte aus der rechten Hdilfte finden.

# Rechte Grenze des rechten Segments mit moglichen Punkten.
my S$xX_rr;

if ( $x rl == $x r ) { $x rr = $x_r }
else { # Bindre Suche.
my $x_rr_lo = $x_rl;
my $X_rr hi = $x_r;
do { $x rr = int( ( $x rr lo + $x rr hi ) / 2 );
if ( $x->[ Sx_rr ] - $x.d > sd ) {
$x_ rr hi = $x rr - 1;
} elsif ( $x->[ $Sx rr ] - $x d < sd ) {
$x rr lo = $x rr + 1;
}
} until S$x_rr hi < $x_rr lo
or ( $x->[ $x rr ] - $x d <= sd
and ( $x_rr == $x_r or
$x->[ $x_rr + 1 ] - $x.d >=3d ) );
}

push @xi, $x rl..S$x_rr;

# Jetzt haben wir die »mdglichen« Punkte. Taugen sie etwas?
# Achtung: Dichter Nebel voraus!

# Zundchst Punkte nach ibren urspriinglichen Indizes sortieren.

my @x_by vy = @Syoi[ @$xpi[ @xi 1 1;

my @i_x by v = sort { $x by yv[ Sa ] <=> $x by v[ $b ] }
0..$#x_by v;

my @xi_by vi;

@xi_by vi[ 0..$#xi ] = @xi[ @i_x by v 1;

@Syoi[ @Sxpil exi_by vi 1 1;
@Sx[ exi_by vi 1;
@Syl @xi_ by vi 1;

my @xi_by vy
my @x_by vyi
my @y by yi

# Jedes magliche Punktepaar untersuchen (der erste Punkt aus der linken
# Hilfte, der zweite aus der rechten).
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for ( my $i 0; $i <= $#xi_by vi; S$i++ ) {

my $i_i = $xi_by y[ $1i 1;

my $x 1 = $x by yil[ $i 1;

my $y_i = Sy by vil $i 1;

for (my $j = $1 + 1; $3 <= S#xi by yi; $j++ ) {
# Punktepaare tiberspringen, die gar nicht néber als die bisher
# kiirzeste Distanz sein kénnen.
last if $xi by v[ $3 1 - $i_i > 7; # Indizes zu verschieden?
my $y_j = $y_by vil $3 1;
my $dy = $y_J - Sy_i;
last if $dy > $d; # Distanz zu hoch (in y)?
my $x j = sx by yil $3 1:
my $dx = $x_ Jj - S$x_i;
next if abs( $dx ) > $d; # Distanz in x zu breit?
# Tortur tiberlebt! Vielleicht haben wir einen Gewinner. Distanz
# pythagordisch-klassisch berechnen; wenn kiirzer, nachfiibren.
my $d3 = sqgrt( $dx**2 + Sdy**2 );
if ($d3 < $d ) {

$d = $d3;

$p = $xi by yil $1 1;
$q = $xi by vil[ $J 1;
}
}
}
} elsif ( $N == 3 ) { # Nur drei Punkte? Rekursion abbrechen.

my Sx.m = $x_ 1 + 1;
# Distanz-Quadrate vergleichen und Wurzel nur einmal zieben.
my $sl = ($x->[ $x_1 ]-$x->[ $x_m ])**2 +

(Sy->[ $x_1 1-Sy->[ $x_m ])**2;

my $s2 = ($x->[ $x_m ]-$x->[ $x_r 1)**2 +

($y->[ $x_m ]-Sy->[ $x_r ])=**2;

my $s3 = ($x->[ $x_1 ]1-Sx->[ SxX_ r ])**2 +

($y->[ $x_1 1-sy->[ $x_r ])=**2;

if ( $sl < $s2 ) {

if (($sl < $s3 ) { $d = s$sl; $p = $x_1; $q = $x_m }
else { 6d = 3$s3; $p = $x_1; $g = Sxr }
} elsif ( $s2 < $s3 ) { 8d = $s2; S$Sp = $x_m; $g = $x r }
else { $d = $s3; $p = $x_1; $q = $x_r }

sd = sgrt $d;
} elsif ( $N == ) { # Nur zwei Punkte? Rekursion abbrechen.

Sd = sgrt((Sx->[ $x_1 1-Sx->[ S$x_r ])**2 +
($y->[ $x_1 1-sy->[ $x_r 1)=**2);
$p = $x_1;
$q = $x_x;
} else { # Weniger als zwei Punkte — etwas ist faul.
return ( );

return ( $p, $q, $d );
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Die zeitliche Komplexitit von closest_points() ist O(NlogN), was in der Zwischen-
zeit ein bekannter Ausdruck sein durfte und abgesehen davon ein erfreuliches Resultat
darstellt. Wir testen die Routine mit den Punkten aus Abbildung 10-26.
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Abbildung 10-26: Beispieldaten fiir das Problem des dichtesten Punktepaars

Wir suchen die am dichtesten beieinanderliegenden Punkte aus den zehn Punkten von
Abbildung 10-26 wie folgt:

@clopo = closest_points( 1, 2, 2, 5, 3,1, 3, 3, 4, 5,
print "@clopo\n";

Das Resultat:
781

Das besagt, da der 8. und der 9. Punkt — (6, 4) und (7, 4), weil die Arrays in Perl ab 0
numeriert werden — am nichsten beieinander liegen und daf3 die Distanz 1 betrigt.

Geometrische Algorithmen - Zusammenfassung

Geometrische Algorithmen beruhen oft auf bekannten Formeln aus der Geometrie. Aber
Achtung: Die Ubersetzung einer Formel in ein Programm ist oft vertrackter, als es den
Anschein hat. Der eigentliche Grund fiir die Probleme ist der Unterschied zwischen
den exakten Werten aus der Mathematik und der ungenauen Darstellung im Computer
(der Euphemismus fiir diese unvermeidliche Ubersetzung lautet diskrete Darstellung).
Ein Punkt liegt genau auf der Kreuzung von x —1 und 1—2x, denkt man, aber die
Maschine denkt anders. Auch ein Kreis mit Radius 1 besteht nicht aus Tt Pixeln.
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Graphik-Module auf dem CPAN

Die in diesem Kapitel besprochenen Algorithmen zeichnen nie etwas auf den Bild-
schirm. Dafiir brauchen Sie eines der Pakete aus diesem Abschnitt. Die meisten von
ihnen sind Perl-Schnittstellen zu externen Bibliotheken; die Bibliothekspakete missen
zuerst installiert werden. Wo man diese findet, steht in der Dokumentation der einzel-
nen Module; die Module selbst finden Sie, naturlich, auf http:.//www.perl.com/CPAN/
moditiles.

Zweidimensionale Graphik

Es gibt funf Pakete auf dem CPAN, mit denen man zweidimensionale Bilder behandeln
kann: Perl-Gimp, GD, Image::Size, PerlMagick und PGPLOT.

Perl-Gimp

Der Gimp ist das bekannte Programm aus der Linux-Welt, das dhnlich wie Photoshop
von Adobe funktioniert; siehe http.//www.gimp.org. Perl-Gimp von Marc Lehmann ist
das Perl-API dazu. Man kann damit Bilder verzerren, entflecken, Schatten hinzuftigen
und tausend andere Effekte erzielen.

GD

Das GD-Modul von Lincoln D. Stein ist eine Schnittstelle zu /ibgd, einer Sammlung von
Routinen, mit der man GIF-Bilder »zeichnen« kann.* Mit diesem Beispiel wiirde man ein
GIF mit einem Kreis erzeugen:

use GD;

# Neues Bild erzeugen.
my $gif = new GD::Image (100, 100);

# Farben allozieren.
my Sweiss = $gif->colorAllocate (255, 255, 255);
my Srot = $gif->colorAllocate (255, 0, 0);

# Hintergrundfarbe.
Sgif->transparent (Sweiss) ;

# Kreis zeichnen.

$gif->arc(50, 50, # Koordinaten des Kreismittelpunktes.
30, 30, # Breite, Hobe.
0, 360, # Anfangs- und Endwinkel.
$rot) ; # Farbe.

4 Neuere Versionen von /ibgd und damit auch das GD-Modul benutzen aus Lizenzgriinden nicht mehr
GIF, sondern PNG (Portable Network Graphics). Alle neueren Webbrowser und viele andere Programme
konnen auch mit PNG umgehen, zudem sind die Dateien meist kompakter. Anm. d. U.
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# Bild ausgeben.

open (GIF, ">circle.gif") or die "Kann Datei nicht 6ffnen: $!\n";
binmode GIF;

print GIF $gif->gif;

close GIF;

Image::Size

Das Image::Size-Modul von Randy J. Ray ist ein spezialisiertes Modul, das die Abmes-
sungen von Bildern vieler Formate herausfindet. Das mag ziemlich abwegig klingen, es
gibt daftr aber eine wichtige Anwendung im World Wide Web. Wenn ein Webserver ei-
ne Seite absendet, sollte er so frith wie moglich die Abmessungen der darin enthaltenen
Bilder mitschicken; vor den eigentlichen Bildern, deren Ubertragung oft lange dauert.
So kann der Browser Platz fiir die Bilder bereitstellen und die Seite vorerst mit leeren
Kisten darstellen. Wenn die Bilder wirklich Gibertragen sind, braucht das Layout nicht
mehr abrupt umgestellt zu werden.

PerliMagick

Das PerlMagick-Modul von Kyle Shorter ist eine Schnittstelle zu ImageMagick, einer
umfangreichen Bibliothek zur Konversion und Manipulation von Bildern. Man kann
damit von einem Graphikformat in andere tibersetzen und dabei alle Arten von Filtern
anwenden; beispielsweise Filter fir die Farbabstimmung oder irgendwelche Spezialef-
fekte. Siehe htip.// www.wizards.dupont.com/ cristy/www/perl.html.

PGPLOT

Das Modul PGPLOT von Karl Glazebrook ist das Bindeglied von Perl zur PGPLOT-
Graphikbibliothek. Mit PGPLOT kann man Zeichnungen von Kurven und Beschriftun-
gen anfertigen; wirklich interessant aber wird PGPLOT im Zusammenspiel mit PDL,
einer Sprache fir numerische Probleme (auch PDL ist ein Perl-Modul, siehe Kapitel 7,
Matrizen). Und weil in PDL auch alle Moglichkeiten von Perl vorhanden sind, ist die
Kombination schon fast beingstigend gut. Mehr Information zum PGPLOT-Modul gibt
es auf bitp.//www.ast.cam.ac.uk/AAO/ local/ www/ kgb/pgperl/.

Balkendiagramme, Geschdftsgraphiken

Wenn Sie unter »Graphik« nur »Geschiftsgraphik« verstehen (Balken-, Kuchendiagramme
usw.), dann benétigen Sie vielleicht das Chart- oder GIFgraph-Modul von David Bonner
und Martien Verbruggen. Damit kann man etwa Statistiken tiber den Datenverkehr eines
Webservers auf Anfrage erstellen. Beide benutzen das GD-Modul.

Dreidimensionale Graphik

Erst in den letzten Jahren wurde es moglich, ernstzunehmende, realistische 3-D-Graphik
auch auf Computern zu erzeugen, die sich jeder leisten kann. Zu drei Toolkits gibt es
frei erhiltliche CPAN-Module: OpenGL, Renderman und VRML.
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OpenGL

Das OpenGL-Modul von Stan Melax implementiert die OpenGL-Sprache fiir Perl.
OpenGL ist die herstellerunabhingige Version der GL-Sprache von Silicon Graphics;
eine 3-D-Modellierungssprache, in der man »Welten« mit komplexen Objekten und Be-
leuchtungsbedingungen beschreiben kann. Das bekannte Computerspiel Quake wurde
mit OpenGL gemacht. Es gibt eine frei zugingliche Implementation von OpenGL na-
mens Mesa von http.//www.mesa3d.org/ .

Renderman

Das Renderman-Modul ist die Perl-Schnittstelle zu Renderman, einem System fiir pho-
torealistische Modellierung. Schreiben Sie Thre Toy Story in Perl!

VRML

Hartmut Palm hat eine Perl-Schnittstelle zur Virtual Reality Markup Language geschrie-
ben, mit der man dreidimensionale Welten beschreiben und VRML-Output erzeugen
kann. Wenn ein Besucher Threr Website das entsprechende Plug-In installiert hat, kann
er in Threr Welt herumwandern. Das Modul nennt sich — wen erstaunt’s — VRML.

Graphische Oberfldichen, Widget-Systeme

Wenn Sie vom Web unabhingige Perl-Programme mit graphischen Oberflichen schrei-
ben wollen, benotigen Sie ein Paket aus diesem Abschnitt. Perl/Tk ist sicher das um-
fangreichste und portabelste System.

Perl/Tk

Perl/Tk von Nick Ing-Simmons ist das bekannteste und wohl beste System fiir graphi-
sche Oberflichen in Perl.’> Es funktioniert unter dem X11-Window-System und unter
Windows 95/98/NT/2k.

Einfache Dinge sind in Perl/Tk einfach zu programmieren. Hier ein Minimal-Programm,
das eine Taste (Button) erzeugt:

use Tk;
SMW = MainWindow->new;
Shello = $MW->Button (
-text => ’'Hello, world’,
-command => sub { print STDOUT "Hello, world!\n"; exit; },
):
Shello->pack;
MainLoop;

5 Verwechseln Sie das Modul Tk nicht mit dem Tk-7oolkit. Dieses wurde urspriinglich von John Ousterhout
fur seine Sprache Tcl geschrieben. Das Tk-Toolkit ist aber sprachunabhingig, und deshalb gibt es eine
Anbindung an Perl, wie auch an andere Sprachen. Das Perl/Tk-Modul ist die Schnittstelle zum Tk-Toolkit.
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Der Button ist mit einer Aktion verbunden. Wenn er betitigt wird, wird Hello, world!
auf die Standardausgabe geschrieben. Man kann mit Tk komplexe Anwendungen und
graphische Applikationen programmieren, aber das geht bei weitem tiber den Rahmen
dieses Buches hinaus. Perl/Tk ist ein ganzes Buch wert: Einfiibrung in Perl/Tk von
Nancy Walsh (O’Reilly, 2000).

Andere Window-Toolkits

Es gibt Anbindungen fiir Perl fiir eine ganze Reihe von anderen Window-Programmier-
systemen. Die meisten sind nur unter dem X11-Window-System lauffihig, das vor allem
in der Unix-Welt benutzt wird, aber zu manchen soll es bald Portierungen auf Windows
geben (Gtk, Mitte 1999).

Gnome, von Kenneth Albanowski
Das GNU Object Model Environment (hitp.// www.gnome.org).

Gtk, von Kenneth Albanowski
Die Bibliothek, die urspringlich nur fir den Gimp verwendet wurde.

Sx, von Frederic Chaveau
Simple Athena Widgets fur X.

X11::Motif, von Ken Fox
Ein Motif-Toolkit.
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